Examen de Analisis de Variable Compleja
Cuarto curso de Matematicas (Fundamental)
15 de febrero de 2000

1. Para toda@e C, z# —i, definamosf (z) = log(i + z) (logaritmo principal).

a) Justifiguese qué es discontinua en los puntos de la formai, conp < 0, y holo-
morfaenQ =C\ {p—i:p <0}

b) Obténgase la serie de Taylor decentrada erzg = —1+i. Sea¢ la funcién suma
de dicha serie definida, naturalmente, en su disco de canagy Indiquese para qué
valores deze Q se verifica que (z) = ¢(2).

Solucion.a) Segp < 0,yz,=p—i(1+1/n). Entonceqz,} —p—i,y

f(zy) =logli+z,| +iarg(p—i/n) = log|i + z,| —in—Harctg;—p1 — logp| —iTt

mientras quef (p—i) = log(p) = log|p|+iTt
Puesto que el logaritmo principal es holomorfo en el abi€rtogR ), y la funcién
z+— i+z es holomorfa y aplic® enC \ R{, se sigue, en virtud de la regla de la cadena,

que la funciénz — log(i +z) = f(z) es holomorfa e y ademasf’(z) = |+iz para

todoze Q.
b) Dadoz, € Q, y supuesto qug— 7| < |i + 2|, tenemos que:
1 1 B 1 e (—1) (z—2)"
i+z_i+Zo+(Z—Zo)_(i+zo) (1+z—zo> _nZO (i+zo)"H1
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es la
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Deducimos quef + .

serie de Taylor def centrada erg,, y converge en
el discoD(2, |i +2|). Tomandoz, = —1+i, enton-
ces|i + 2| = | — 1+ 2i| = /5, por lo que para todo
zeD(—1+i,v5) es

n+1 (Z—Zo)n i - X
(i+2)"

0(2) = f(~1+i)+ i(_lr:

—i

Puesto que para tode W = QN D(—1+1i,1/5) se tienef’(z) = ¢(z) y la componente
conexa déAN que contiene a-1+i esQ; = Wn{zeC:Imz> —1}, deducimos que
f(z) = ¢(2) paratodae Q; (porque lafuncidrz— f(z) — ¢ (z) es derivable con derivada
nula en el dominid2; y se anula en el punte1+i€ Q).



2. Construir un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC: |7 <1, Re(z)+Im(z) > 1}

sobre el dominio{ze C: |zl < 1,Im(z) > 0}.

Solucién.
y NotemosR la recta que pasa por los puntos 1 e
(0 € R). La transformacion de Mdbius dada para
C por ¢(2) = _ZZT_Il es tal que §(») = —1,
$(0) = —i. Como los puntos O &o son simétri-
\ cos respecto de la circunferend(0,1), deduci-
X mos que dicha circunferencia se transformadgan
KJ\ la recta mediatriz del segmento de extremds —i,
es decir, en la bisectriz del primer cuadrante. Ade-
ma&s, comap(0) = —i, deducimos quep(D(0,1)) =
{ze C: Regz) > Im(z)}. La rectaR se transforma poip en una recta que pasa por
$(i) =0 ypor¢(x) =—1, es decir, en larecfAU {e}. Comod(0) = —i, el semiplano

W = {ze C: Rez) +Im(z) > 1} se transforma en el semiplano supesos {ze C :
Im(z) > 0}. Deducimos que:
$(Q)=¢(D(0,1)N'W) ={zeC:Rez) >Im(z)} N8 = {zeC*: 0 < ary(z) < 1/4}

La aplicacionz — z? es una biyeccion holomorfa de la region anguié®) sobre

y el cuadranteH = {ze C* : 0 < arg(z) < 1/2}. Final-

L, z—1
mente, la aplicacién dada pads(z) = 1 es una

transformacion de Mobius que lleva el semiplano
de la derecha al disco unidad y deja invariante el se-
miplano superior, luego transforndé en el dominio
{zeC: |7 < 1,Im(z) > 0}. Concluimos que la apli-
cacion

2 0(00)%) = (= o1

verifica las condiciones deseadas.




3.DadoacC, |a| # 1, calculese la integral

/ cosz dz
coy (@%+1)z—a(z2+1)

Solucién.Las raices de la ecuacida? + 1)z—a(z? + 1) = 0 sona y (supuesta # 0)
1/a. Deducimos que

(a2+1)z—a(z®+1) = —a(z—a)(z— 1/a)

Descomponiendo en fracciones simples obtenemos:

1 11 11
(@2+1)z—a(z2+1) 1-a?z—-a 1-a?z-1/a

Asi

/ cosz dz— 1 / coszdz_ 1 / cosz dz
coy (a2+1)z—a(z2+1) = 1-a?/coyz—a 1-a?/cioyz—1/a

Si|al < 1, entonces la férmula de Cauchy para una circunferenciaaos

cosz .
/ ——dz=2ricoga)
c0,)zZ—a

COosz
dz=0
/(;(0,1)2— 1/a

pues, si I< p < 1/|al, la funcionz—

Y, por otro lado,

cosz :
m es holomorfa en el disdd(0,p) y puede
aplicarse el teorema de Cauchy para dominios convexosaPRtr, tsija] < 1, tenemos
que
cosz .coqa)
dz=2n-——
/C(O,l) (@?+1)z—a(z?+1) 1-a2

Razonando de forma analogdai> 1, obtenemos que en este caso

cosz B .cog1/a)

/c(Ql) (a2+1)z—a(z2+1) dz "1



4. Seaf una funcién entera no constante y supongamos que hay un a@m&plejo

a # 1 tal quef(z) = f(az) para todaze C.

a) Pruébese qué(z) = f(a"z) paratodmneZ y todoze C, y dedizcase que, necesaria-
mente,ja| = 1.

b) Justifiquese que el conjunfa" : ne Z} es finito y, por tanto, existse N tal que
am=1.

c) Seam el menor nimero natural tal que" = 1. Justifiquese que hay una funcién
enterag tal quef(z) = g(z") para todaze C.

Solucion.a)Necesariamente - 0 (f no es constante) y la hipétesis implica dde/a) =
f(z). Es inmediato qud (z) = f(a"z) para todone N (la induccion es casi trivial), lo
que junto con qud (z/a) = f(z), permite concluir que dicha igualdad es cierta para
todoneZ. Sila| < 1 la sucesion{a"z} converge a 0 cualquiera sea C, por lo que
f(z) = f(a"z) — (0), es decir,f(z) = f(0), y f seria constante en contra de la hipo6-
tesis. El mismo razonamiento aplicado alimplica que tampoco puede ser| > 1.
Concluimos quéa| = 1.

b) La funciong(z) = f(z) — f(a) es entera, no constante, y se anula en todos los puntos
del conjunto{a" : ne Z}. Deducimos que dicho conjunto no tiene puntos de acumu-
lacion, y como, en virtud del apartado anterior, sabemosegtée acotado, concluimos
(por el teorema de Bolzano-Weierstrass) que es finito. Ltiege que haber, nUmeros
enterosp # q tales quea® = a9. Sim=|p—q| entoncesneNy a™ = 1.

c) La existencia deininimonimerome N tal quea™ = 1 es consecuencia directa del
apartado anterior. Se deduce facilmente qtle= 1 si, y s6lo si,n es mdltiplo dem.
Puesto quef ("(z) = a"f("(az), haciendoz = 0 se tiene qud ("(0) = a"f("(0) lo que
implica que f("(0) = 0 sia™ # 1, es decir sin no es multiplo dem. Finalmente, en
virtud del teorema de Taylor, sabemos que para &0 es:

< f0) , & 140) km_ om
f(z):f(O)JrnZ1 2= f(0)+k21WZk =g(z™
donde o ¢k
92 =f0O)+ 3 kngo)zk (zeC)



5.Seaf una funcién entera no constante. Dado un nlnpero0, definamos:
Eo={zeC:|f(2)| <p}, Fo={zeC:|f(9)<p}

a) Pruébese que la adherenciagdees igual &.

b) Justifiquese que en cada componente conexa acotdtshdg por lo menos un cero
de f.

Solucion. a) Evidentementek, £ F,. La continuidad def implica queF, es cerrado,
por lo queE, C F,. Para probar la inclusién contraria, bastara probar qu&(sj| = p
entoncez € E,. Ahora bien, sif(z)| = p > 0, se sigue de las hipétesis hechas y por el
principio del médulo minimo, que el modulo deno puede tener un minimo relativo en
z, es decir, cualquiera sea el disb¢z,€) tiene que haber puntoge D(z ) tales que
|f(w)| < p, esto esP(z &) NE, # @, lo que prueba quec E,.

b) SeaQ una componente conexa acotadaEjeEs claro que para todoc Fr(Q) se
tiene que f(z)| = p. Por el principio del médulo méximo

max{|f(2)| : ze Q} = max{|f(2)| : zeFr(Q)} =p

La funcionz— | f(z)| tiene que alcanzar un minimo absoluto®ny dicho minimo no
puede alcanzarse en la frontera pues en tal caso se tendnaio(Uf (z)| : ze Q} =py

la funcionz— | f(z)| seria constante e lo que implicaria qud es constante efd y,
por el principio de identidad, seria constanteCeontra la hip6tesis hecha. Concluimos
que dicho minimo se alcanza en un purje Q y, por el principio del médulo minimo,
concluimos que (z,) = 0.



